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BIENVENIDOS A MATEMATICA SUPERIOR

Matemdtica Superior es una asignatura cormespondiente al tercer nivel del plan de

estudios 2008 de la Carrera Ingenieria en Sistemas de Informacion.

La catedra de Matemdatica Superior 2016 estd conformada por:

+ Ing. Maria Alicia Pifeiro — Profesora Asociada Ordinaria y Coordinadora de Catedra.
¢ Ing. Maria Inés Grand - Profesora Adjunta Ordinaria

¢ Lic. Luis Alberto Sosa Kasten — Profesor Adjunto Interino

+ Ing. Santiago Ferreiros Cabrera — Profesor Adjunto Interino

Y los ayudantes de TP: Jonathan Castro, Uriel Mysler, Ezequiel Macias y Luciano Gardéfalo.

Contenidos:

La asignatura tiene dos partes bien diferenciadas pero con interrelacion entre ellas.

Primera_parte: herramientas algebraicas y analiticas muy Utiles en la resolucion de

modelos matemdticos de sistemas dindmicos, mdas especialmente de sistemas de
ecuaciones diferenciales y en diferencias. Los femas son:

+ Algebra de NUmeros Complejos.

¢ Series y Transformadas de Fourier.

+ Transformada de Laplace.

¢ Funcidon Transferencia y Sistemas Estables.

¢+ Sefales discretas y Transformada Z.

Segunda parte: métodos numéricos que nos permiten resolver problemas que no fienen

solucién analitica o bien es muy complicada. Estos métodos numéricos se llevan a cabo
en computadoras o calculadoras limitadas en la representacion numerica por ello
también debemos estudiar el comportamiento de los errores cometidos.

¢ Teoria de Error.

¢ Cdlculo numérico de raices de ecuaciones.

¢ Resolucion numérica de Sistemas de Ecuaciones Lineales.

¢ Interpolacion y aproximaciéon numeérica.

+ Diferenciacion e Integracion numérica.

¢+ Resoluciéon numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
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Matematica Superior
Modalidad de las clases

Las clases seran tedrico - practicas, es decir se veran
contenidos tedricos acompanados siempre de ejemplos y de su
correspondiente ejercitacién. Se pretende que las clases sean

dinédmicas, con participaciéon de los alumnos haciendo

preguntas o aportando ideacs.

Forma de evaluacidn
La evaluacion del aprendizaje es un proceso continuo, por lo tanto se
tendréd en cuenta la asistencia y participacion en clase, la resoluciéon

de ejercicios y la predisposicion de los alumnos.

Complementariamente, los alumnos deberédn aprobar los trabajos practicos que se les

pidan a lo largo del cuatrimestre y dos exdmenes parciales:

1¢ parcial: abarca la primera parte de la asignatura

2% parcial: abarca los métodos numéricos

Recuperatorios: En caso de no aprobar alguno de los parciales, se podrd recuperar hasta

dos veces cada uno en las fechas que estipule la catedra, siempre gue se haya rendido

el parcial correspondiente o bien se tenga justificativo valedero.
La aprobacién de la materia se completa con el Examen Final.

IMPORTANTE: muchas veces por diversos motivos, algunos ajenos a los docentes como
por ejemplo suspension de clases por desinfeccién, votacion, efc. , en muchos cursos no
se llega a dar el Ultimo tema ( Resolucién numérica de E.D.O.s ) completo en detalle
como para poder evaluarlo en el segundo parcial. En esos casos, el parcial solamente
constara de ejercicios de las restantes unidades, pero en los exdmenes Finales, dicho
tema es requisito necesario para aprobar.

Tanto los parciales como los finales podran constar de ejercicios tedricos y ejercicios
pracficos, en algunos casos a desarrollar y a veces con la modalidad completar la
respuesta o respuesta comecta. Los alumnos deben presentarse habiendo estudiado la

totalidad de los temas.

R R
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Materiales de estudio:
Ademds de la bibliografia recomendada, existen guias tanto tedricas como practicas de
la asignatura, de cada una de ellas hay dos partes, cada una correspondiente a una

mitad de la materia.

Guias de Trabagjos Practicos: Guias de referencia tedricas:
Primera Parte (esta guia) Guia Tedrica (1° parte)
Segunda Parie Guia Tedrica (2° parte)

Las guias se deberdn traer todas las clases y completar en casa todas las semanas.

También hay guias optativas de exdmenes resueltos de anos anteriores.

Objetivo de esta guia:

La presente es la primera parte de la GUIA de EJERCICIOS cuya finalidad es presentar a
los alumnos ejercicios tipicos de cada tema para que los fomen de referencia y ejerciten
su practica. En esta guia han sido incorporados ejercicios tomados en exdmenes, ya sea
parciales o finales, es decir que la complejidad de los mismos es similar a la de las

instancias de evaluacion.

Otros materiales: ‘

Es imprescindible concurir a clase con calculadora, de ser posible

graficadora y programable. (El que lo desee podrd traer una notebook).

Ademads traer tabla de integrales y por supuesto una carpeta o anotador de

hojas cuadriculadas para hacer ejercicios o fomar apuntes, regla y lapiceras.

Bibliografia:

Para la primera parte de la asignatura recomendamos consultar la siguiente bibliografia:

» “TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y FOURIER", Marcelc O. Sproviero.
Editorial NUEVA LIBRERIA. Edicion 2005

e "SERIES DE FOURIER. Sucesiones y Series", Marcelo O. Sproviero. Editorial
NUEVA LIBRERIA. Edicion 2003

e VARIABLE CONMPLEJA", Murray R. Spiegel, 1991, Serie Shaum. Mc. Graw Hill.

e "ANALISIS DE FOURIER", Murray R. Spiegel, 1991, Serie Shaum. Mc. Graw Hill.

e "TRANSFORMADAS DE LAPLACE", Murray R. Spiegel, 1991, Serie Shaum.Mc. Graw Hill.
e  “SENALES Y SISTEMAS" ,Oppenheim y Wilky , 1998, Prentice Hall.

essssssssssenssesssssse sssecesssssscnssnan P8 E e E NI NN RN IR INENEeeeeREERRRERRERRRRRRRE sssvevrssssesnes

Pagina 3



Matemética Superior

sssssssssses R N ] SeseEIeeIIeRIIRRERIRISIEIERRRERIEERRRRBERRSERSERRS

Contenidos previos:

Para poder comprender esta asignatura y aprovecharla bien, es imprescindible saber
trabajar con vectores, identificar cénicas y graficarlas, calcular limites, derivadas e
integrales, hallar maximos y minimos de funciones, y por supuesto nociones de légica
proposicional y de teoria de conjuntos. Todos esos temas vistos en asignaturas ya
aprobadas o por lo menos regularizadas. Por ello, les proponemos a los alumnos realicen
la siguiente evaluacién diagndstica, para controlar su nivel de conocimientos previos, y

detectar qué temas necesitan repasar.

AUTOEVALUACION DIAGNOSTICA:

1) Indique si el siguiente razonamiento es vdlido o no y justifique:

Pablo le dijo a Maria: “Si me aumentan el sueldo, entonces el viernes yo te invito a cenar” y Pablo
cumple siempre sus promesas. El viernes Pablo invité a cenar a Maria. Por lo tanto a Pablo le

aumentaron el sueldo.

2) Grafique en el plano: (x-3)2+ (y+2)2 = 4
3) Halle arctg(1.5574) en radianes,

4) Halle médulo y argumento del vector: u = (-1, «E)

5) Grafique aproximadamente la funcion y:in(f—)
X
o i lim e -1
6) Calcule el siguiente limite: =
-0 -st

cos(e®*)-In(x)
2

7) Calcule la derivada primera de: f(x) =

1
8) Calcule la siguiente integral: I(sen(nx)+x2)dx=
0

9) De acuerdo a la paridad de la funcién integrando, indique el valor de la siguiente integral:
2 2
J'x5 e dx=
=3

10) Indigue Verdadero o Falso, justificando:

Seaf: |R— |R.sifla) ef(b)<0=3ce(ab)/flc)=0

11) Dada: f(x) = (x-2)  e* , halle maximo y minimo de f en [1,4]

----- R R
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La catedra tiene habilitado un entorno virtual donde figuran todos los datos de la

asignatura, trabajos practicos, algunos materiales complementarios y examenes
anteriores. También tiene una seccion de FOROS para que los alumnos puedan hacer
consultas fuera del horario de clase, y una seccion ANUNCIOS con informacion
importante de parte de los docentes, como por ejemplo fechas de recuperatorios,

notas de examenes, etc.

¢COMO INGRESAR?

Desde la pagina del Departamento de Sistemas: www.sistemas.frba.utn.edu.ar

Luego se elige el icono WEBCAMPUS, en la parte superior. Y se ingresa al Campus

Virtual de Ingenieria en Sistemas de Informacion.
Para ingresar a Matematica Superior, debe seleccionarse:
3er Nivel —» Matematica Superior —» Matematica Superior

Y luego de ingresar el usuario y la clave (la primera vez si no tiene usuario debe

crearlo), se llega a la pagina de nuestra asignatura:

GUIADEUSO MIESPACIO  CAMEUSIN

Fagina Principal » Matematica Superior Activar edicion

Eventos Préximos

General

No hay eventos prodxamos

Mate mética Superior Ir al calendario..

Muevo evente...

Paginas del sitio

Mi perfil Esta asignatura trata temas de matemstica
utiles para el Ingeniero en Sistemas, que vera Actividad Reciente

* Curso actual 5
sus aplicaciones en otras asignaturas como

- - < i 2 A rida axda unas 35 4
Matematica Superior Comunicaciones, Investigacién Operativa y Actividad desde lunes, Zide
2016, 16:4
Participantes Teoria dz Control. enerc de 2016, 16:48
Insignia Informe completo de la acavidad
neignias

reciente

Sin novedades desde el Gltimo

DS e

acceso
omurucaciones con la :
Sk a (O =1/
Trabajo Practico 3 t ¥
- Kx dx be>-1 1P

Numeros Cemplejos il ks s s

SRS ROuEr Composicion de la Catedra

Tranzformada de

Laplace Directora de catedra:

Sistemnas Estables Ing. Maria Alicia Fifieiro >
esssssssssssnssane T L L T N R T )
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Si bajamos un poco encontraremos las diferentes secciones:

Cronograma Comunicaciones con la catedra - |

‘i

-? L0
1

hL i !r

Series de Fourier Transtormada de Laplace

Cambiar ro

Ajustes de nu perfil ]
n

Sistemas Estal-les Transformada Z
Busqueds avanzada (3
E T - e Pl Y
Ultimas Noticias el 1 ’ !_‘ "-q.‘,/ i I"‘d. L e -\i
<l EESH W = )m"l AT}

» Hay una seccion Cronograma, donde figuran los cronogramas de los diferentes
cursos, que se mantendran actualizados ante los cambios que puedan deberse

a imprevistos.
» En otra seccién, de Comunicaciones con la catedra, donde pueden leer:

Novedades y Anuncios: aqui los docentes les informan cosas importantes

como notas de parciales, cambios de fechas, si se agrega algun material o
trabajo practico, suspension de clase, etc. Les recomendamos fijarse

periodicamente en este foro ya que es de beneficio para ustedes.

Consultas Generales: donde los alumnos pueden consultar lo que quieran

relativo a la asignatura pero no de contenidos especificos del programa, por
ejemplo sobre tema visto en una clase a la cual no pudo asistir, fecha para

firmar la libreta, etc.

e Existe una seccion exclusiva para Trabajo Practico, donde figura el enunciado

del mismo, y se pueden hacer todas las consultas relativas.

ssssnssasne sssssssnes R R N
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e Y luego, por cada tema o unidad del programa, se tiene su seccion
correspondiente con materiales, links relacionados, autoevaluaciones y foro de

consultas correpondiente.

Autoevaluaciones

« En la seccion Examenes Parciales y Finales, tienen disponibles muchos temas

de examenes tomados en afos anteriores. La finalidad de los mismos es
proveerles de mayor cantidad de ejercicios para practicar, y a modo de
autoevaluacion, pero de ninguna manera suplantan a la guia de trabajos

practicos, ni al estudio de los temas en forma conceptual.

Todo contacto con los docentes fuera del horario de clase, se debera hacer a través de
este entorno virtual. Ademds, el mismo es muy ventajoso para los alumnos, les

recomendamos ingresar pronto y utilizarlo como un apoyo a las clases presenciales.

Bi;;enu-eniﬂos!.!!
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EJERCITACION
NUMEROS COMPLEJOS

PARTE 1: FORMA BINOMICA

E Ejercicio n® 1:

Resuelva las siguientes operaciones en forma binomica:

a) (-2+6j)+3e(4-j)-5j= d) Im{(4+7j)2;(6-2j)}+4j=
b) (2-3)e(4+3])= SR
¢) 377) + Re[ (5-23)°] = 2+2+7

E Ejercicio n® 2:
Determine para qué valores de x e y son validas las siguientes igualdades:

a)(1-2y)x+(3+5j)y=1+3]j
by 6Xx+2y+(Xx -3yj)ji=x"+(y+6)]j

Z. Ejercicio n® 3:

Calcule:

1+tg(a)j a+bj a-bj
= b +
4) 1-tg(a)j ) c+dj c—dj

Ejercicio n° 4:

Dados los numeros complejos: z;= V3 +j,2Z=- V34 3j,25= 2-2 J§j efectie:
a) 2zi-(zf-23) - 22 = B) (21-2 -3 023 ) =

1
=
E Ejercicio n° 5:

Determine el conjunto de los complejos que cumplan las siguientes condiciones:

a) que su cuadrado sea igual a su conjugado.

b) cuyo conjugado coincide con su inverso

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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z Ejercicio n® 6:

Dado el numero complejo z =

2-%X]
213’ calcule x para que su parte real sea cero y
+

escriba el valor del complejo z.

Z Ejercicio n® 7:

Describa y construya la gréafica del lugar geométrico representado por cada una de las

siguientes ecuaciones: ( Considere: z=x+VYyj)

a) -2<Im(z)<3 A Re(z) < -2 g)Re[(1+3j)z -(1+4j)]1<0
b) | z-] | <2 n 1225 <1

c) z(z+2)=3 4+]

d |-j+z |<9 ) -h<Re(z)<¥% A |lzl|l=2
e) |z|P+Re(z?) =2 i) lzl=1 A Re(@)=1

f) 1<|z+jl<2

Z Ejercicio n° 8:

Resuelva las siguientes ecuaciones en C en forma binémica:

a)(l1+j)z=1 fzZZ-(2+j)z+(-1+7j)=0
b)%=j 9)Z2-(5+3j)z+(4+20j)=0
c)|lz|-z=1+2]j hy(2+j)z2-(5-j)z+(2-2j)=0
d) 2 =3 + 4] NZz'+16=0

e)z*=5-12]j fizZ=(2=jY

Recuerde:

La conocida formula resolvente de una cuadratica se puede utilizar con complejos.

B Ejercicio n° 9:

a) Escriba una ecuacion polinémica de grado 2 con coeficientes complejos tal que una
raiz sea real y la otra compleja no real.

b) éSeria posible lo mismo si los coeficientes fueran todos reales? éPor qué?

Recuerde:

; . b
Si z; y z; son las raices de: az’+bz+c=0entoncesz; +z; =-— A Zj®Z; =
a

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 2: FORMA POLAR

Z Ejercicio n® 10:

Complete la siguiente tabla:

Par Binomica Polar Trigonométrica Exponencial
ordenado
V3 o+
(-2,-243) | |
[2; /4] |

‘ 3(cost+jsenn)

-4+ 4]

| o 154/6

(01—8)

Z Ejercicio n® 11:

Calcule el resultado de las siguientes operaciones en forma polar:

a) Dados: z;=2e" y z,=-14+]j Halle: z=12z; + z,'°
b) Dados: z; = 161578 y z, =2 e ¥  Halle: z =1z, />

c) Dados: zl=—1+j«/§ Yy Z;=2-2j Halle: z = z,° - ,¢

z Ejercicio n® 12:

Seaz =-1- 3]

a) Halle todos los valores de n e [N tal que z" sea real positivo.

b) Para el menor valor hallado, calcule z".

c) ¢Es posible hallar n € |N tal que z" sea real negativo? Justifique.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 3: RAICES N-ESIMAS

E Ejercicio n® 13:

Resuelva las siguientes ecuaciones en C en forma polar:

. . 1-73)
a)z?+j=0 byz* =1+ C3(——=Z
) ] ) j ) NERE
d)zf + 1 = /3] e)(-1+j)z*+1=0 2d4+ 27 =0

E Ejercicio n° 14.:

Considere la ecuacionz"-1=0

sessse

a) Tomando n = 3, halle las raices de la ecuacion y analice si constituyen un grupo

bajo la multiplicacién.
b) Tomando n = 18, indique cuales son raices primitivas.

¢) Sin esun numero primo, indique cuantas raices son primitivas.

z Ejercicio n® 15:

Teniendo en cuenta la forma de calcular raices n-ésimas de un complejo en forma

polar, resuelva los siguientes problemas:

a) Halle los vértices de un hexagono regular inscripto en una circunferencia con
centro en el origen y radio igual a 1, sabiendo que uno de ellos es el punto (1,0).

b) El niUmero 5j es una raiz clbica de un nimero complejo, calcule las otras raices

y el nimero.

¢) Un cuadrado de centro 0 tiene un vértice en (3,4). Halle las coordenadas de los

demaéas vértices.

d) Halle los vértices y grafique el cuadrildtero cuyos vértices son los afijos de las

raices de la ecuacién z* + 4 = 0.

e) Calcule el drea del hexdgono cuyos vértices son los afijos de las raices sextas

del complejo z = - 64 j.

z Ejercicio n® 16:

Indique la validez de las siguientes afirmaciones, demostrandolas o refutando con un

contraejemplo:

a) Si wi es una raiz primitiva de la unidad, entonces k es primo.

b) Sin es impar entonces w; es una raiz primitiva de orden n de la unidad.

c) Las raices cuartas de todo complejo con argumento =, son dos pares de
complejas conjugadas.

d) Existen 8 raices primitivas de la unidad de orden 30.

8888888008808 s e asEsts et sttt seteeeeeseeeREEeessBeENsRRsssRERRRRRIRERRERIERREREEERRORRIRRRIRRIRRRIRRRRS
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PARTE 4: LOGARITMO NATURAL Y EXPONENCIALES COMPLEJAS

B Ejercicio n® 17:

Halle In z para: a)z = 3 - 3] b) z = -4

c)z=-¢e" d)y &= ﬁ(cos% +jsen%) e) z = g ¥

Z Ejercicio n® 18:

VEl

Seaz = ( k+4 e~ ) Halle el o los valores de k € R tal que In(z) sea imaginario puro.

Z Ejercicio n® 19:

Halle el valor principal de z que verifique las siguientes igualdades:

a)(1+j)y=1 b)(lﬂ‘/_ =] c)z=fj
d) Halle médulo de z = (/3 + j) e) z l_fj = 1+2‘j/§j fz= (-gﬂg)ﬁ

PARTE 5: EJERCICIOS COMBINADOS

z Ejercicio n® 20:

Halle analiticamente y grafique los conjuntos ( Considere: z=x+jy)
A={zeC/ Re(z®) +z+ z=|1+427 |}

B={zeC/ 2°+4-4=0 A 5|z|>+3Re(z’) < 8}
C={zeC/ 22-(6-2))z+11-10j=0 A |z-3|22}
D={zeC/ |z-2|*+1>05[Im(z-2)]*}

E={zeC/ |zl<3 A 5/z|?-4Re(@) > 9}

Z. Ejercicio n® 21:
Grafique en el plano complejo cada uno de los siguientes conjuntos. Halle analitica-
mente y grafique en otro par de ejes la imagen de la funcion compleja f(z) = 1/z con

dominio en cada uno de los conjuntos D.

ayD={zeC/ |z |21} b)p=fzeC/ | z-1] =13

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 6: SUPERPOSICION DE SENALES SENOIDALES DE IGUAL FRECUENCIA

Z Ejercicio n°® 22:

Dadas las funciones f y g obtenga la funcion f+g utilizando fasores:
a) f(t) = 5 cos(2t -%) y g(t) = 8 cos(2t + %)
b) f(t) = sen(5t -%) y a(t) = sen(5t +%)

c) f(t) = sen(2t +%) y g(t) = sen(2t —%)
d) f(t) = 4 cos(3t) y g(t) = 6 sen(3t)

e) f(t) = 4 cos(3t +%) y g(t) = 6 cos(3t - %)

Z Ejercicio n® 23:
Analice la validez de las siguientes proposiciones, justificando:

a) La suma de dos funciones senoidales es siempre una funcion senoidal.

b) Si fi(t) = A; sen(wt+g;) vy f2(t) = A, sen(wt+¢:) = La amplitud de la onda fy(t) +
fo(t) no puede ser menor que A; ni menor que A;

c) La suma de dos funciones senoidales de la misma frecuencia y amplitud con
diferencia de fase 0 < ¢ < ©/2 tiene siempre amplitud mayor a la de las

funciones dadas.

B Ejercicio n°® 24:

Indique un valor de ¢ < = tal que la amplitud de f(t) = A cos(wt) + A cos(wt + @) sea
la misma A.

z Ejercicio n°® 25:

La siguiente grafica corresponde a
una funcion que es suma de dos

armonicas simples. o~ SN~ /‘*ﬁ‘
|
|

Indique si se trata de dos funcicnes |7/ " T~ _\//
de la misma frecuencia o de distinta | o ,

frecuencia. Justifique. |

--------------------------------------------------------------------------------- SsssssssssEResEResssRERREe
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EJERCICIOS PARA MARCAR LA RESPUESTA CORRECTA, tomados en Finales:

ET Ejercicio n° 26:

Marcar la Unica respuesta correcta de cada item:

1. Sean wg, Wi Y W; las raices cubicas de z = 8j entonces es FALSO:
a) w; es imaginaria pura b) ninguna es real
c) hay dos complejas conjugadas d) una esta en el 1*" cuadrante
2, Sabiendo que w es una de las raices cuartas de z = -7 + 24j ,
entonces se puede asegurar que:
a) w no es imaginaria pura b) [w| =5
c) la conjugada también es raiz cuarta dw=1-2j
= 4 3.
El valor principal del complejo z = (§+j75-)SJ es:
a) imaginario puro  b) real c) complejo no real ni imaginario puro
4. Sea z, la raiz de mayor médulo de la ecuacién:
z22+2z+3+j(2z +6)=0 y 2z,lade menor modulo, entonces:
* a) z; es imaginaria pura b) z, e I cuadrante
c) z1 =2 d) z,? es real
5. Los complejos que verifican la ecuacién z> =2« z son:
a) dos complejos conjugados y dos reales
b) dos reales y dos imaginarios puros
c) solo dos complejos conjugados
d) infinitas soluciones
6. La ecuaciébn z°-3z+3-j=0 tiene como solucion:
a) dos complejos conjugados b) dos imaginarios puros
c) un real y un complejo no real d) ninguna de las anteriores
g Dada la ecuacién z*+7+24j=0:
a) sus raices son dos pares de complejos conjugados
b) dos de las raices son imaginarias puras
c) unaraizes -2 +j
d) ninguna de las anteriores

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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. Sabiendo que (f+g)(t) = 243 cos(5t+ Z) A f(t) = V3 cos(St + T)
entonces g(t) es:
a) g(t) = 3 cos(5t +2§) b) 9(t) =3 cos(5t +7)
c) g(t) = J3 sen(5t —%) d) otra
2. Dada una ecuacion polinémica de grado 5 con todos los coeficientes
reales, se puede asegurar:
a) tiene por lo menos una raiz real
b) no todas sus raices son reales
c) hay por lo menos un par de raices complejas conjugadas
d) ninguna de las anteriores
. El fasor asociado a la suma de las funciones f(t) = 3 cos( ot + kig-)
y g(t) = J3 cos( ot + %) es imaginario puro si:
a)k=1 b) k=3 c)k=5 d) ninguna de las anteriores
11. Las dos soluciones de la ecuacién: z*> = 8 + 2z pertenecen al
conjunto:
a){(a,b)eC/a=0aAb=07} b){(a,p) eC/a>0Ab=07%}
c){(ab)eC/a>0nab=0% d){(a,b)eC/a=2b Ab=0}
2 Los valores de m y n reales tales que la ecuacion 2Z2-mz+n=0
tenga como una de sus raicesa z; =2-5j son:
aym=4 A~ n=6 bym=4 A n=29 c)m=0 A n=29
d) ninguno de los anteriores
13 El valor principal de In(z) siendo z=-aj cona e R* siempre tiene:
a) la misma parte real b) la misma parte imaginaria
c) el mismo maodulo d) ninguno de los anteriores
14. i Q[ |
El valor principal de In(z) siendo z = E+ . j con a € R-{0}
siempre tiene:
a) la misma parte real b) la misma parte imaginaria
c) el mismo maodulo d) ninguno de los anteriores

-------------

-----------------------------------------------------------------------------------------------
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RESPUESTAS EJERCICIOS DE COMPLEJOS:

Me 1
a) 10:=2 3 b) 24 - 7 j c) 68 - 2] d) -19+4 j e) -1+ 0.5]
Meio
ayx=4  y=3/5 b)(x=5 A y=-1)v(x=6 A y=0)
ZE]’.3:
a) cos(2a) + j sen(2a) b) Eic‘;—z‘ﬁt‘)i
c’+d
a)(8+2V3)+j(2+343) b) -64 j
BE]’.S:

a) z=(-%,3/2) v z=(-%,-¥3/2) v z=(0,00 v z=(1,0)

b) todos los complejos de modulo unitario, o seaz=x+jy con x> +y:=1

z Ej. 6:

Xx=2vXx=-2 entoncesz=-j vz =]

Z Ej. 7¢
: 4
a) 2<y<3 A x<-2 13
=) g
. 2
b) x* + (y-1)? < 22 A
3
Circulo con Centro en (0,1) y radio 2
11
= 4 >
=1

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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)z(z+2)=3 = (x+yj)(x-yj+2)=3

= X-XYyj+2X+XYyj+y +2yji=3 > X¥+2x+y°+2yj=3 >
= X*4+2x+y*=3 A 2y=0 = x*+2x-3=0 A y=0

= (x=1vx=-3) A y=0

= Son dos puntos: z=(1,0) v z=(-3,0)

d)|-j+z <9 =]-j+x-yjl<9
= x%+ (y+1)? <81 s
Circulo con Centro en (0, -1) y radio 9 s
9 | 9
-10

e) |z[24Re(z) =2 = X*+y*+Re[(x+Yyj)]l=2
4
Sx2+y+Re(xX*+2xyj-y) =2 =

SX+yY+ X-y?=222x=2 =

Y

¥ =1= X=1 v X=-1 k
Es un par de rectas paralelas
fi<|z+jl<2= 1<|x+yj+jlz<c2 R
= 1<x*+ (y+1)’<4
Anillo circular con Centro en (0,-1) ; -1 % ]
radio menor abierto 1 y radio mayor 2

g)Re[(14+3j)z -(1+4j)]1<0 =>Re[(1+3j)(x+yj)-(1+4j)]1<0

h
>Re[x+yj+3jx -3y -1-4j1<0 =
= Xx-3y-1<0=>x-3y<1 ' . . = ,
Semiplano ';___Z‘.-"" =

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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25 | x+jy-5] . .
Vag] < g <t Pedvesieladdl
= (x-5)?%+y?*< 17 4

Circulo abierto con centro en (5,0) y radio +17

Y

5
A
i) -a<Re(z)<% A |z]|=2 ol .y
= ~Ya<x< A Xyl =2 >
= -h<x<¥% A X+y'=4 e ol

Son dos arcos parte de una circunferencia

) lzl=1 A Re(@@)=1

= JIx*+yr=1 A x=1 = z=(1,0)

Es un uUnico punto

a) (1+j)z=1= z=1/(14+j)=2z=1-j/2 =2 z=V2=-a]

b)l=j:>z=1_:>z=-j
z

Q) |z]-2z=142] = +y2 -x-yj=1+2j] = C+y?-x=1nr -y=2

S y=-2r IX¥+4=x+1 > P+4=x>+2x+1 = x=1.5
- z=15-2j
d)z?=3+4]j =>z=2+j v z=-2-j

=5-12j=> z=3-2j v z=-3+2j

(]
—
N
Il

f) 2Z2-(2+4+j)z+(-14+7j)=0 = z=3-j v = -1+ 2j
g) Z2-(5+3j)z+(4+20j)=0 = z=5-j v z=4j
h) (2+j)z°-(5-j)z+(2-2j)=0 = z=1-j v z =4/5-2/5j

) 2°+16=0 = 2*=-16 =>z=J-16 = z= J4] v z= J-4j
:>21=J5+jﬁ;zz=- 2+jﬁ;z3=-ﬁ-j\/§; z4=\fi-j~/§

------------------------------------------------------------------------------------------------------------



Matemdtica Superior

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

a)Sealaraizreal: zz=a vylaraiznoreal: zz =b+cj , entonces la ecuacion es:
z2-(a+b+cj)ez+ase(b+cj)=0

Por ejemplo, si queremos que las raices seanz; =3 y z;=-2+] ,laecuaciéon
es: Z2-(1+j)ez+(-6+3j)=0

b) Si todos los coeficientes fueran reales, ambas raices serian conjugadas entre si, o

sea es imposible que una sea real y la otra compleja no real.

M e 10

Par ordenado | Binémica |Polar Trigonométrica Exponencial
(+3,1) V3 +7j [2; /6] 2(cos 7/6 + j sen n/6) 2 einl6

(42,23 ) | ~2=337 | [%;4a¢3] 4(cos 4n/3 + j sen 47/3) 4 gi%l3
(+2,42) V2 + 2§ [2;n/4] 2(cos n/4 + j sen n/4) 5 alxl4
(-3,0) -3 [3im] 3(cosn+jsenn) 3ein
(-4.4) -4+ 4§ | (4423 7/4] |42 (cos 3n/4 +jsen 3n/4) | 442l

(-v3/2,1/2) |-V3/2+nj| [1:5x/6] cos 57/6 + j sen 57/6 e i5n/6
(0,-8) -8] [8;3mf2] 8(cos 3n/2 + j sen 37/2) 8 1372

zl Ej. 41

a)z=-30]j b) z = 2 e #¥12) ¢)z =128

Ej. 12:

ayn=3k conkeZz*. b)Menorvalorn=3= z’=8 c) No es posible.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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ZE]'.B:
a)Wo=[1;g] w1=[1;7g] W2=[1}11%]

bywo = [¥2; 721 wi=[32;9:51 w=[¥2;1761  ws=[¥2;25 ]

) wo = [1/82 ; 19_] w1:[1/§/5;43316] w2=[1/2/§;67%]

d) wo = [¥2; 3] ws = [%2;4%] wo=[82; 751 ws=[%82;105]
w4=[§/§;13g] w5=[i/i;1sg]

ywo=[§15; T1 w815 901  weml§155 1751 wa=(§14; 25 )

Awo=[43;2]1  wi=[3;75] w=[¥3;115] w=1[3;57]

=[43; 19 = [3 5 2B
ws = [ 12] Ws = [ 12]

Z Ej. 14.

a)wo=[1;0]=1 ; w1=[1;2§]=-1/2+§j ;w2=[1;4§]=-1/2—§j

Observando la tabla de este conjunto con la multiplicacion:

Vemos que la operacion es cerrada, es asociativa y conmutativa, tienen neutro (wg) y
todos tienen inverso, entonces es un grupo abeliano.

b) Si n = 18 son primitivas: w; , Ws, Wy, W1, Wiz Y Wiy

c) 5i n es primos, todas las , wy son primitivas excepto la wg
B Ej. 15:%

a) wo=[1; 0] wy=[1; g] W= [1:2%] wa= [1; 7] Wa= [1;4%] ws= [1; 5%]

------------------------------------------------------------------------------------------------------------



Matematica Superior

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

La grafica es: 4

v

Wy

b) z = (5j)® = -125 ] ;wD=[5;gJ=5j ;w1=[5;7g]; w2=[5;11%]
c) Vértices: vi=(3;4) ,va=(4;3),vs=(-3;-4)yvs=(4;-3)
d) Vértices: vi=1+j, va=-1+j , va=-1-j , va=1-]

e) Como z = - 64 j tiene modulo 64, sus raices sextas tienen modulo 2, que es la
medida de los lados del hexagono, entonces su area es: 6 4.

z Ej. 16:

a) FALSO, por ejemplo w. es primitiva de orden 7, pero 4 no es primo.
b) VERDADERO, ya que si n es impar el m.c.d.(n, 2) =1

c) VERDADERO, pues los argumentos son %, 3%, 5% y 7%. Como todas tienen
el mismo maddulo resultan ser w; la conjugada de w,, y w; conjugada de ws.

d) VERDADEROQO, si n = 30 son primitivas: wi , W7, W11, W13, W17, Wig, W23, Wag

ZE]’.Y/‘:
In \/€+(—l;—+2kft)j b) Inz=In4+ (x +2kn)j

a)lnz

c)Inz = 2knj d) lnz=lnﬁ+(%+2kn)j e)lnz=(—3%+2kn)j

M i 1s:

Los valores de k € R son: k =‘§ v k= —%

ZE]'. 19:

a)z=10 b)z=% c)z=eﬁ/4g(1+j)
d)|z|=e™"® e) z = 10/11 f) z = g 139"
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VL Ej. 20: !

a) (x+1)*-y*=4

Hipérbola equilatera de‘centro C(-1,0) eje focal x.

byBy={zeC/ zZ2+4-4j=0 } son cinco puntos
B,={zeC/ 5|z[>+3Re(z?) < 8}

es una elipse de centro (0;0) y su interior

La interseccion son los puntos:
i il

Wy = [Jir; iziﬂ]
27

W3 = [\E ' ﬁﬂ]

c)Unsolopunto C={4+j}

d) Interior de hipérbola: - (x - 2)* +y* <1

centro en C(2;0)

e) Rosca entre circulo y elipse.

A

x?+y?<3 x> +9y*>9

A\ 4

z Ej. 21:

a) El conjunto D ={ z e C/ |z| <1} estd formado por
todos los complejos de médulo menor o igual a uno, es decir
los que estan ubicados a una distancia menor o igual de una
unidad del origen de coordenadas, o sea en un circulo de

radio 1 con centro en el origen:

Al aplicar la funcion f, que invierte los complejos, obtenemos
complejos de modulo mayor o igual a uno, es decir el

exterior del circulo:

ccccccccccccc L R R
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b) El conjunto D ={z e C/ | z-1] =1 } es una circunferencia de centro en (1,0) y
radio r=1, cuya ecuacion es: (x-1)2+y>’=1 obien x*+y’=2x

1.1 1 xdy o oxely _xdy_ 1oy
z

Al aplicarle la funcién f(z) = =
P (=) X+jy  X+Jy  X-jy x? +y? 2X 2 2x

Es decir todas las imagenes de la funcién aplicada a los elementos del conjunto D, son

los complejos con parte real igual a 0.5. Su grafica es una recta.

an @ >

B Ej. 22:

D y

v

a) f+g(t) = 9.434 cos(2t - 0.035)
b) f+g(t) = 0.517 sen(5t - n/12)
c) f+g(t) = 1.217 sen(2t - 0.13)
d) f+g(t) = 7.21 cos(3t - 0.98)
e) f+g(t) = 6.29 cos(3t - 0.38)

Z Ej. 25:

a) Falso b) Falso c¢) Verdadero

Z Ej. 24:

¢ =2/3nx

Z> Ej. 25:

Es suma de funciones de distinta frecuencia, ya que no es una funcion senoidal.

B El. 26:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
b d
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EJERCITACION
SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER

PARTE 1: SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

z Ejercicio n® 1:

Desarrolle las siguientes funciones de periodo T=2n en Serie Trigonométrica de
Fourier:

a)f(x) =x*si 0<x<2n y f(x) = f(x+2n)

b) A partir de la Serie obtenida en a), halle el resultado de la serie numérica: i?_
na N
c) f(t) =t*en (- m, n) y  f(t+ 2n) = f(t)

(L)

n2

d) A partir de la Serie obtenida en c), halle el resultado de la serie numérica Z
n=1

z Ejercicio n® 2:

Desarrolle las siguientes funciones de periodo T en Serie Trigonométrica de Fourier:

a) f(x) =1 si xe(0,3)

-1 si x e (-3,0) y  f(x) = f(x+6)
b) f(t) = )6 si |t] <2
0 si 2< |t] <4 y f(t) = f(t+8)
8 0<t<2
c) f(t):{_ - 2‘{; . f(t) = f(t+4)

d) f(t)=4t 0<t<10 y f(t) = f(t+10)

@ Ejercicio n® 3:

2-t O<t<4
t—-6 4<t<8

Sen f(t)z{ y f(t) = f(t+8)

a) Grafique la funcion f(t) y redefinala para el periodo (-4;4)

b) En funcion al punto anterior desarrolle la STF teniendo en cuenta la paridad de la
funcion.

c) En base a la respuesta anterior calcule Z%
= (2k-1)

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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E Ejercicio n°® 4:

Dadas las siguientes funciones definidas sélo en un intervalo:

a) f(x) = senx x € (0,m)
b) f(x) = x x € (0,2)
c) f(t)=cos(t) O<t<n
d) f(t) = € O<t<1

e) f(t)=n-t O<t<n

i) Complete cada funcién en todo el eje real para que la Serie Trigonométrica de
Fourier sea solo de cosenos y desarrolle cada Serie.

ii) Idem anterior pero Serie de Senos.

z Ejercicio n® 5:

El desarrollo en serie de Fourier de la onda triangular (ver figura) es:

S(x) = ﬂi ( sen(wt) - % sen(3wt) + % sen(5wt) - % sen(7wt) + e e o)

A

\ 4

/2 n 3n/2 2n

Bl

a) éPor qué sélo aparecen términos con senos?
b) éPor qué sdlo aparecen términos con frecuencias impares?

Z Ejercicio n®° 6:

Dada la siguiente funcion definida en [- %, % ]
A
2 .
! _/
-n/2 /4 /2

------------------------------------------------------------------------------------------------------------



Matematica Superior

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

p I Ejercicio n® 7:

a) Si una funcion es par y ademads tiene simetria de media onda, équé términos
seran nulos de la Serie Trigonométrica de Fourier?
(_1)2n-l

cos(nx) + sen(nx) la S.T.F. de f(x)

b)  Sea S(x) = -%+ 5 Y

¢Puede ser f(x) una funcidén par? ¢O impar? Justifique.

n=1

PARTE 2: SERIE EXPONENCIAL DE FOURIER

Ejercicio n°® 8:

Dadas las siguientes funciones, grafiquelas, desarrollelas en Serie Exponencial de

Fourier y grafique el espectro de amplitud de frecuencias:

1 si -2<t<2
a) f(t) = {0 5 2<fi<10 f(t) = f(t+20)
[t site(0,2) ~
BTty = {4—t si te(2,4) e+ =10
c) f(t)=2t si te[0,2) y f(t) = f(t+2)
OPTATIVO:  f(t) = {(EZSisi—inttiOZ y f(t + 4) = f(t)

Z Ejercicio n° 9:

a) Seaf(t) =t* si0 <t <1 Complete en forma grafica y analitica la funcion para que
el desarrollo en Serie Exponencial de Fourier tenga coeficientes imaginarios puros y
ademas f(t) tenga simetria de media onda.

b) Dé un ejemplo de una funcidn periodica f(x) con T=2 tal que los coeficientes de la
Serie Exponencial de Fourier sean todos imaginarios puros excepto el ¢ = 3

z Ejercicio n® 10:

Sea el pulso rectangular:

b fo)
|
E ' | . \ l i I A .
-t -i/k 0 w/k = 2n wt

a) Grafique el espectro de amplitud para k=3, k=5, k=10
b) ¢Qué conclusiones puede sacar?

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 3: TRANSFORMADA DE FOURIER

@ FEjercicio n® 11:

Halle las Transformadas de Fourier de las siguientes funciones y dibuje su espectro

continuo de amplitud:

1 silf<3 e’ sit>0
ft) = b) f(t) =
a) i {o i >3 ) () {0 si t<0
f(t) A ()
o) 3 d) — 1
N 3 3 i
-3 l 3 t ' t

e)f(x) =x si 0<x<5 vy f(x)=0 encaso contrario.

ff(x) =3-xsi 0gx<3 vy f(x)=0 en caso contrario.

B Ejercicio n® 12:

En base al ejercicio anterior(parte a), calcule el valor de la integral:

sen(x) A

oOt—m8
bd

PARTE 4: EJERCICIOS VARIOS

@ Ejercicio n® 13:

Desarrolle f(t) = sen®t en S.T.F. (Sugerencia: desarrolle Binomio de Newton)

E Ejercicio n® 14:

Analice la validez de las siguientes afirmaciones, justificando su respuesta:

a) El desarrollo en S.T.F. de la funciéon f(t) = |t|-3 para t e (-6,6) y f(t)=f(t+12) solo
tiene términos con cosenos de frecuencias pares.

b) Los coeficientes c, del desarrollo en S.E.F. de la funcién anterior son todos reales.
c) El desarrollo en S.T.F. de la funcion f(t) = |t-2| parat e (0,4) y f(t)=f(t+4) sélo
tiene términos con frecuencias impares.

d) Los coeficientes ¢, del desarrollo en S.E.F. de la funcion anterior son imaginarios
puros.

e) Si el desarrollo en S.T.F. de una funcién f(t) sélo tiene términos con frecuencias
impares, entonces f(t) tiene simetria de media onda.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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f) Si el desarrollo en S.T.F. de una funcién f(t) no tiene términos con cosenos,
entonces f(t) es una funcién impar.

g) Sean f y g funciones periddicas con dominio en R. Si el desarrollo en Serie de
Fourier de f es el mismo que el de g, entonces f(t) = g(t) VteR

h) Al desarrollar la funcion f(t) = sen(n t) sit € (0,1) y f(t)=f(t+1) en Serie
Exponencial de Fourier solo hay términos con coeficientes reales.

z Ejercicio n® 15:

Consideremos las oscilaciones forzadas de un cuerpo de masa M suspendido de un

resorte son regidas por la ecuacion diferencial: My”" + By’ + Ky = r(t) (1)

Mﬁ“m‘” donde K es la constante elastica del resorte y B

es el factor de amortiguamiento.

K Si la fuerza externa es senoidal o cosenoidal, y el
r(t) l coeficiente B # 0 , entonces la solucién de estado
estacionario representa una oscilacién armonica
que tiene la misma frecuencia que la fuerza
externa.
En cambio, si la fuerza externa r(t) no es
senoidal, sino es cualquier otra funcion periddica,
| [ entonces la solucion de estado estacionario
representa una superposicion de oscilaciones
armonicas que tienen la frecuencia de r(t) y sus
multiplos.

M y(t) l

Si la frecuencia de una de estas oscilaciones esta cercana a la resonante del sistema
vibrante, entonces esa oscilacion sera la parte dominante de la respuesta del sistema
a la fuerza externa.

Caso particular:

(extraido de la bibliografia : Matematicas Avanzadas para Ingenieria. Kreyszig)

SeaM=1[g.] B=0.02[g/s] K=25][g./s%]

A r(t)
t+ n/2 si-t<t<O
/2

r(t) =

-t +xw/2 si0<t<n \ /\ /

A r(t+ 2r) = r(t) \V W >
-T2

Entonces la ecuacion (1) queda: y"+ 0.02y + 25y =r(t)

Se pide: hallar la respuesta de estado estacionario y(t).
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EJERCICIOS PARA MARCAR LA RESPUESTA CORRECTA, tomados en Finales:

M

Ejercicio n® 16:

Marcar la Unica respuesta correcta de cada item:

[ 1.

De las siguientes funciones, la que tiene la S.T.F. s6lo de cosenos con valor
medio distinto de 2 es:

a) fi(t) =t site (0,2) A fi(t) = fi(t+2)

b) fo(t) =t site (0,6) A fi(t)=fi(t+6)

o) )=t site(0,4) A fit)=-t site(-4,0) A fi(t)=f(t+8)

d) fat) =3 site (-1,1) A fit) = 1si 1<|t]<3 A fut) = fu(t+6)

De las siguientes funciones, la que tiene la S.E.F. con coeficientes reales y solo

de frecuencias impares es:
a) i) =t site (-2,2) A fi(t) = fi(t+4)
b) i) =t site (0,4) A fit)= fo(t+4)
Q) ()=t site (0,4 A fit)=-t site(-40) A fit)=fi(t+8)
d) f(t) =3 site (-1,1) A fut) =1si 1<[t|<3 A fit) = fy(t+6)

La funcién f(t) =t en (0,2) y f(t) = f(t+2) tiene su S.T.F. :

a) solo con senos b) sbélo con cosenos

¢) con valor medio 1 d) Ninguna de las anteriores

Los coeficientes de la Serie Exponencial de Fourier de f(x) = x? en (0,1) A
f(x) = f(x+1) son:

a) todos reales b) todos imaginarios puros

c) uno real y los demas imaginarios d) ninguna es correcta

La funcién f(t) = el en [-1,1] y f(t) = f(t+2) tiene su desarrollo en S.T.F.:
a) con valor medio nulo b) solo frecuencias impares

¢) sin términos con senos d) soélo frecuencias pares
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6. La serie trigonomeétrica de Fourier de f(x) = 2 sen(x)cos(x) es:
a) la misma funcion b) Una serie con infinitos términos no nulos en senos
c) Un solo término  d) Una serie con infinitos términos no nulos en cosenos
7" |Dada f)=t? site(0,1) A f(t)=2-(t-2)?2 site(1,2) A f(t) = f(t+2)
entonces su STF es:
a) sin cosenos b) con valor medio ay/2 = 0
c) sélo de cosenos d) sélo de frecuencias impares
% b - ; 8 <& 1 3
La serie trigonometrica de Fourier: S(x) =1+ —= ;Wcos(nix)
puede corresponder a:
a)f(x) =2 -|x| sixe(-2,2) A f(x)=f(x+4)
b) f(x) = x* six e (-2 ,2) Af(x) = f(x+4)
) f(x) = x six e (0,4) A f(x) = f(x+4)
d) ninguna de las anteriores
9. Dada la funcion: f(x) = x + 1 en [0, 1) , para que tenga simetria de media
onda con periodo T=2 hay que definirla en [1, 2):
a)x+1 b) - x c) -x-1 d) -x +1
10. La sefial: f(x) = x*-2six e [0;2) y f(x)=f(x+2) tiene su Serie
Trigonométrica de Fourier:
a) con valor medio negativo b) solo de senos
c) tal que S(2) = -2 d) ninguna de las anteriores
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RESPUESTAS EJERCICIOS DE FOURIER:

ZE]'. 13

4 5 2 4 4
a) S(x) = —n" + —cos(nx) -—n sen(nx b e
) S() = 37"+ % eos(nx) -2 sen(nx) ) 2%

12 = 4 n -
c) S(t) = ==+ —(-1)" cos(nt d =-_
S = 34 Y, = (1" cos(t) Y 2=

W

Z Ej. 2:
=N % z
a) S(x) = ; (2k+1)ﬂsen[(2k+1) 3x]

12 & (-1)¢ Lid
b) S(t) =3 e g —2k+1cos[(2k+1) 4t]

oy sty = 183 A=Clce 1)

d) s(ty =20-20> - 1 cenl®t

T na1

Z' Ej. 3
_ ) (2k —1)ant
a)f(t) =t+2 en(-4,0) b) S(t) = ,rz ;(Zk 77° [ A l

2

)Z (2k - 1)22?

Z Ej. 4:

i)a) S(x) = %+ (1_+2)C05 (2nx)
n=1 7z

oo

byS(x) =1+ 3

2k + 1)2 — cos[(2k+1) —x] ¢) S(t) = cos(t)
k=0

v 2(e(- 1)” 1)

dSt)=e-1+ Z T cos(n m t)

i) a) S(x) = sen(x) b) S(x) = -4« Z 1 )"

sen X
~ n=z (n 2 )

Y

€)/S(E) = %Z%—i‘—n d) S(t) = Z Zn”l(i;fi"_l)n) sen(n = t)

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Me.s.

a) Aparecen solamente términos con senos porque la funcion es impar.

b) Sélo aparecen términos con frecuencias impares ya que la funcion tiene simetria
de madia onda.

Z Ej. 6;
Para que tenga simetria de media onda debe completarse de la siguiente forma:

4

\

A\ 4

/

B =
a) Si una funcién es par y ademdas tiene simetria de media onda, seran nulos todos

los términos con senos y los de frecuencias pares de cosenos.

b) La funcion no puede ser par ni impar, ya que la Serie tienen tanto términos con
Senos y con COoSenos.

Meis:
2, sen(nZ)
a) f(t) = 1+Z — 3. gRewud A
5 —x N | Col
n=0 n
C -4 i(2k+1) Tt
) S(® ;, Qk +1)27° 2
a l a | | a L. >
-5-4-3-2-1 01 2 345 n
A | C I
Sty =2+ Y 2] ginat | 2] o dnat
el T nr
' | | I >
-5 -4-3-2-1 0 1 2 34 5 n
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z Ej. 9:
a) f se debe completar de forma impar y con simetria de media onda:

f(t) = -(t+2)% en (-2,-1) A f(t) = -t2en (-1,0) A f(t) = (t-2)* en (1,2)
b) Por ejemplo: f(x) =2x+ 1 en(0,2) ~ f(x) = f(x+2)

aC

sen(nf)
S(t) = Z % k g nwx)

— nZ
k
Con n=5 A
\_/\V/\\// _m\ /\\_//"--_ —
—_— -

Z =
&Y Gl = 2 SSIW) b) G(w) = ——

w 1+ jw

senz(éw}

c) G(w) =-2 M d) G(w) = -4 _-L

w* jw

Se W - eW_1q 3 g
G = - + f = — 4+

€) G(w) = -> — ) Gw) = =+
j% dx =%

0
z Ej. 13:

5 5 5 1
= i@ - — e — e St

sen’(t) 3 sen(t) 16 sen(3t) +16 sen(5t)
Z Ej. 14:
a) FALSO b) VERDADERO c) VERDADERO d) FALSO
e) FALSO f) FALSO g) FALSO h) VERDADERO
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Z El. 15!

Se representa r(t) por medio de Serie de Fourier:

T

r(t) = 2 (cos(t) + 3i2cos(3t) g 5i2cos(5t) ) (2)

Con lo cual r(t) ha quedado descompuesta en una suma de fuerzas senoidales. Vamos
a calcular por separado la respuesta a cada una de estas oscilaciones:

4 cos(nt) eonn=1,3;5;u (3)

y*+0.02y" +25y = —
n

T

Observar que el segundo miembro es un solo término de la serie.
La respuesta sera de la forma: vy, = A, cos(nt) + B, sen(nt)
Sustituyendo en (3), se despeja:

[- n? A, cos(nt) - n? B, sen(nt) ] + 0.02 [- n A, sen(nt) + n B, cos(nt)] + 25 [A,

cos(nt) + B, sen(nt)] = * cos(nt)

2
n-r

= [- n® A+ 0.02 n B,+25 A,] cos(nt) + [- n? B, - 0.02 n A, +25 B,] sen(nt) =

4
= = COS(nt)
n-m

= (25-n?) A,+ 0.02nB, = A (25-n?)B,-0.02nA, =0

2

n =
Por Cramer:
i
= (227 0:02M_ o5 n2y2 4 (0.02n)
-0.02n 25-n
an=lzr P9 = Lson) oA =t (25-m)
0 25_n2 FI‘J'T n ]TA
5.2 4] 4 0.08 0.08
AB: n2ﬂ,=7002n= 2 :>Bn=
—0.02n 0 Nz Nz N“zA

Como la Ecuacion Diferencial es Lineal, la solucién en estado estacionario puede
obtenerse como suma de las oscilaciones anteriores:

Y=¥Y1+Y3s+Ys+ ...
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La amplitud de cada oscilaciéon es:  C, = {A,>+B,* =
n n n nzﬂ'\/z

Los valores numéricos de las primeras son:

1; [ ]
C, = 0.0530
C; = 0.0088
Cs = 0.5100
C, = 0.0011
C, = 0.0003 ]’
hd R B} »
1 3 5 7 9

frecuencia fundamental | cercana a la resonante

O sea, que la respuesta en estado estacionario es CASI una oscilacion armoénica cuya
frecuencia es 5 veces mayor que la de la fuerza excitadora externa.

A

il 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d c c d c c a a b a
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EJERCITACION
TRANSFORMADA DE LAPLACE

PARTE 1: TRANSFORMADA DIRECTA DE LAPLACE - PROPIEDADES

z Ejercicio n® 1:

Calcule las Transformadas de Laplace de las siguientes funciones, utilizando la tabla y
la propiedad de linealidad:

a) y(t) =3 +5t-2% +t> ;t>0 b) y(t) =

Q) y(t) = ai

z Ejercicio n°® 2:

Utilizando las propiedades de la Transformada de Laplace halle £[f(t)]
a) f(f) = £ &* 1 t>0 b) f(t) = 5 e cos(3t) ; t>0

c) f(t) = et tsen(2t) ; t>0 d) i) = =17 ; =l

e) f(t) = e* sen(2t) + t? ™*; t>0 f) f(t) = 2 2 e - t + cos(4t)

Z Ejercicio n® 3:

Calcule las Transformadas de Laplace aplicando adecuadamente alguna propiedad

% (e*-1) ;t>0

(et -at-1) ;t>0 d) y(t) = 4 cos(3t) - 5 sen(2t) ; t>0

conveniente o algln paso algebraico:

a) y(t)=—]72~; O<t<a b) y(t) = sen (5t + n/3) ; t>0
a
e)ylth =cos*t) ;t=0 dyt)=a* ;t>0;aeR"
e)y(t) = (t-1)* ;t>0 f) y(t) = sen(5t) cos(2t) ; t > 0
Z Ejercicio n® 4:
Sea f(t) = k sen(2t+%) . Determine el valor de k sabiendo que lim sF(s) =4
S—>w

Recuerde el Teorema de valor inicial.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 2: ANTITRANSFORMADA DE LAPLACE - PROPIEDADES

B Ejercicio n® 5:

Calcule las Antitransformadas de Laplace de las siguientes funciones:

_ 25 _ 8 .1 _ 12 8s _ -1
a)Y(s) = g3 b) ¥(s) 5543 B S €) Y(s) s-3 s’+4 sl s+3

_ 6 _ s+3 _ s-1 _ 4s
&) Y(s) = (s-1)* DYE) = Fres13 9V = T o2 hy¥(s) (s2+4)>

Z Ejercicio n° 6:

Calcule las Antitransformadas de Laplace de las siguientes funciones previamente

separando en fracciones simples:

. s+7 _ B 42842 _ 1
a) F(S) - o7 _B5.b b) F(s) = g2 13542 C) F(S) - (S+2)2(S+1)
_ s?+9s+19 _ Bt _ 65°-135+12
DFE) = e o " "7 eens D) = e is-o)
, B _ s _ _75"—415+84
9 sFE)-afe =7 NFE= gEr-2s+13)
) F(s) = 25 +Bs-14 j) Fs) = sxDe

(s+1)(s?-25+5)

Z Ejercicio n® 7:

a) Aplicando el Teorema de valor Final, halle el valor de f(t) para t —» « , siendo:

F(s) = 210 Verifique el resultado obtenido.
s°+s

(s-1)(5+2)

b) Dada: F(s) = halle f(0) por Teorema del valor inicial. Verifique los

1
S5 2
resultados obtenidos.

c) Dada F(s) = 225—+21 , halle el valor de f(t) para: i) t=0 ii) t= e iii) t= 0.5
s°+2s

Verifique i) y ii) con los Teoremas de Valor inicial y final.
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PARTE 3: RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

z Ejercicio n° 8:

Resuelva las siguientes Ecuaciones Diferenciales por Transformada de Laplace:

a) 2x"(t) + 7x(£) + 3 x(t) =6 con x(0)=0 A x'(0)=0

b) x"(t) + 3 x'(t) + 6 x(t) = 2 con x(0)=0 A x'(0)=0

c) 3y(t)+5y(t) =6 con y(0)=0

d) x'(t) + x(t) = e®* con x(0)=0

e) y'(t) + 4 y'(t) + 4 y(t) = 3x'(t) + 2 x(t) conx(t) =e™ A y(0)=0 A y'(0)=0
f) y”(t) + 6 y'(t) +18 y(t) = 13 ™ con y(0) =1 A y'(0) =-2

g) y'(t) -2y’ (t) +5y(t) =-8e" con y(0)=2 A y'(0)=12

h) y"(t) = 3 y'(t) + 2 y(t) = cos(t) con y(0)=0 A y'(0)=-1

i) y"(t) + 9 y(t) = cos(2t) con y(0)=1 A y(%)=—1
OPTATIVO: y”(t) + 3 y'(t) + 2 y(t) = t sen(2t) con y(0)=0 A y'(0)=0

p
E. Ejercicio n® 9.
Resuelva los siguientes sistemas de Ecuaciones Diferenciales por medio de la

Transformada de Laplace:

a) | y(t)-vxt)=1 con x(0) =0, y(0)=0
X'(t) + 2y(t) = 2t

b) [ x'(t) = x(t) - y(t) con x(0)=-1, y(0)=0
y'(t) = 2 x(t) + 4 y(t)

o) [ xX(t)+2y(t)=0 con x(0) =-1, y(0) =2
(1) -y'(t) =0

[ x'(t)+2y'(t)+5x(t) =0

1 y'(t)+y(t) +2x(t) =0 :y(0) =1 A %(0) =0

d)
e) 2X'(t) -y'(t) =4t-3

X'(t) = y(t) - t ; y(0)=2 A x(0)=1
OPTATIVO:

{ yi{t)+2z'(t) =t con y(0) =3, y(0)=-2, z(0)=0
y(t) - z(t) = e*

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 4: CONVOLUCION

z Ejercicio n® 10:
t

Halle £ [I u cos(u) e du ] utilizando el Teorema de Convolucion.
0

Z Ejercicio n® 11:
Antitransforme utilizando Convolucion:

6 3 1 s
e D@y IO aay

Z Ejercicio n® 12:

Resuelva las siguientes ecuaciones integrales e integrodiferenciales por medio de la

a) Y(s) =

Transformada de Laplace, utilizando el Teorema de Convolucién:

a) y(t) + 4 J(t—u)z y(u)du = t? b) y(t) =t + 2 jcos(t—u) y(u)du
0 0
F B . sen(2t) _ :
c) iy(U) (t-u) du = - : d) y(t) = ly(U)du + cos(t)

e) _.'y(u) (t—u) du +y'(t) = % +t+1 con y(0) = -1
0

f) y'(t)=1- Iy(u)ez“'“) du con y(0) = 1
0

PARTE 5: EVALUACION DE INTEGRALES

z Ejercicio n® 13:

Calcule el valor de las siguientes integrales utilizando Transformada de Laplace:

a) j £ et sen(t) dt b) I e t sen(t) dt c) .f t2 e dt
0 0 0
= 3t -6t .
e -
d) J—-t—e dt e) J't e *'cos(4t)dt
0 0
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EJERCICIOS PARA MARCAR LA RESPUESTA CORRECTA, tomados en Finales:

Z Ejercicio n® 14:

Marcar la Unica respuesta correcta de cada item:

L. Sabiendo que g(t) = e>* f(t) entonces:
a) 'm sF(is)= "M sG(s) b) £ [f(t)] = G(s-5)
S—>w S—w
c) £L[g(t)] = F(s) = 15 d) Ninguna es correcta
s-—

& Sabiendo que F(s) = L[f(t)] A G(s) = £[g(t)] entonces:

a) L[f(t) « g(t)] = F(s) « G(s)

b) Sif(t) = 8 (t) entonces F(s) « G(s) = G(s)

c) Sif(t) = 1 entonces F(s) » G(5) = G(s)

d) ninguna de las anteriores
o Seaf(t) =tsite[0,1] yf(t) =0siteg [0,1] Entonces:

a) No existe transformada de Laplace de f(t) b) £ [f(t)] = iz

S
1 - e’F 1 e

c) L [f(t)] = (1-e7) - - d) £ [f(t)] =S—2(1-e )
4. La solucion de la ecuacién: y”(t) - 2 y'(t) + 5 y(t) = 3 e' sen(t) con y(0) =0

A Y'(0)=1 es:

a) y(t) = e [cos(t) + sen(t)] b) y(t) = e’ sen(t)

c) y(t) = e* sen(t) d) ninguna de las anteriores
2. |La antitransformada de Laplace de : Y(s) = 2 (s’°+1)?es:

a) y(t) = 2 sen’(t) b) y(t) = sen(t) - t cos(t)

c) y(t) = 2 t sen(t) d) ninguna de las anteriores
6. a2t _ a6t

El valor de la integral -[h—t_— dt es:

0
a)0 b) In(2) c) In(3) d) ninguna de las anteriores

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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H La Transformada de Laplace de f(t) =38 (t) +t cuandos — =, tiende a:
a) cero b) tres c) infinito d) ninguna de las anteriores
% 3s2+9
Sea F(s) = £ [f(t)] tal que F(s)= El valor de f(0) es:
) : k 25°-23s%+43s5-42 )
a)0 b) 3/2 ¢} 3 d) infinito
9. o
El valor de la integral jsen(Zt)tZ e dt es:
0
2 92 . ;
a)o b) — C) —— d) ninguna de las anteriores
13 2197
10.1| 4 Transformada de Laplace de f(t) = -5 e* + 2 cos(t) €™ - 19 sen(t) e** es:
- 2 2 _ |
a) 33 +5 b) s -4s-5
(s-2)(s*-6s5+10) §9—75% 4175425
c) _ bE+3 d) ninguna de las anteriores
85« 485+ 135
i1

El valor de la integral: J e‘t%(t) dt es:
0

a)o b) % c) = d) infinito

------------------------------------------------------------------------------------
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RESPUESTAS EJERCICIOS DE TRANSFORMADA DE LAPLACE:

z Ei. 13
3 5 4 6 1 1
a) Y(s) s 5 5 5 ) Y(s) s(s-4) €) Y(s) 5 (5 —@a)
4s 10
d) Y(s) = — - =
) Y(s) s°+9 s +4
b
Mo
2 s+5 4s+4
FEl=-—%_ » BYRH=8s——=> . : SHelz——
a) F(s) -4y ) F(s) o c) F(s) G +aF
24 2 2 4 1 s
d) F(s) = ——ee” ; e) F(s) = + ; DEE) = ——e = —%
) () s° & r HIES) (s+2)*+4 (s-3)° ) Fis) (s+1)* s® s2+16
Meis
1-e7@ s+3+5 1 s 3 s
Y(s) = b) Y(s) = =2 Y2*F2 Y(s) = = a2
3) ¥es) a’s }1AE) 2(s? +25) &) ¥ie) 4s5°+9 45741
2
d) Y(s) = — ey =ty 2 A d pypy e 8 A0
s-In(a) 5% 8 s (s2 +49)(s?+9)
z Ei. 4: k=8
Meis.
a) y(t) =22 2 b) y(t) = —sen(v3t) +1 <) y(t) = 12 e* — 8 cos(2t)
2 J3
d) y(t) =-e™ e) y(t) = t’e’ f) y(t) = cos(2t) e
g) y(t) = cos(t) e* - 2 sen(t) e h) y(t) = t sen(2t)
Meie
a)f(t) = -2 et + 3 e b) f(t) =5 (t) +e*-2e™
; E ; 11 . 5 il
FEy = o - 2t t i) = 22 gt - 2 g P .~ g™
c) f(t) e te" +e d) f(t) 3e 2e 6e
_ 1 _—a-Ve)t-05 _ 1 _—(3+/6)(t-0.5) _ t 6t
e) f(t) = —= e - —8 flf(t)=2-e"+5e
) f(t) 7 & ) f(t)
g) f(t) = % et - % e 4 é e h) f(t) = 5 e' +2 e cos(3t) - 5 e sen(3t)
i) f(t) = -3 et + e* cos(2t) + e' sen(2t) i) f(t) = 2 e¥? + 2 22
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ZE]’. 7:
a) "M £y = 10 by "M tez_p
t—>x t—>0
C f(0) =2 ii f(t) = = f(0.5) = —+=
) ) f(0) )t_m)() > iii) f(0.5) > t5¢
ZE]‘.S:
12 st , 2 3t
a) Xx(t) =2 -—e +—=e
) x(t) = =
1 1 JE -3/2 t 1 \/E -3/2¢t
b t)= = - = cos(——+¢t)e -—— sen(——t) e’
) x(t) 33 cos( > ) N ( > )
6 6 -5/3 t
c t)==--=—1¢
) y(t) s T
d) x(t) =-e* +e*
=13 s, 13 13 . i
e) y(t) = - + —e%-=t
) y(t) o P 5 S te
f) y(t)= e™ + sen(3t) e
g) y(t) = - e® + 3 cos(2t) e' + 4 sen(2t) &'
h) y(t) = =3 cos(t) - 1] sen(t) + Lot 3 e

10 10 2 5

i) y(t) = é— cos(2t) + % cos(3t) + % sen(3t)

OPTATIVO:
4 1 5 7 3 1 3
tl=——et = e24+_ 7 _ cos(2t)+— sen(2t) -—t sen(2t) -—t cos(2t
y(®) 25 8 200 ()25 ()20 ()20 (2
ZE]'. 9:

a) x(t)=0, y(t)=t

by x(t) =e¥*-2¢e* , y(t)=-2e"+2¢e*
x(t)=2e*-3 , yt)y=2e*

d) x(t) = sen(2t) e™* y(t) = cos(2t) e™
e)x(t) =eX+t , y(t)=2e*+3t
OPTATIVO:

1 P 3 1 1 3 1
v(t)=2+—t"+—e ' —=sen(t)+—cos(t), z(t =1——e ' +=sen(t)——cos(t
(1) i 5 (1) 5 (1), z(1) 3 5 (1) 5 (1)



Matematica Superior

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

‘ z Ej. 10

_s+1
YO =y
M1
a) y(t) = % sen(2t) -%cos(Zt) +-g- et b) y(t) = %sen(t) -+ % t cos(t)

c) y(t) = —;—sen(t) + % t cos(t)

Me 1.
N T fa b t
a) y(t) = z e 5 cos(+/3t) et + ¥ sen(/3t) e

byy(t)=2+t-2e'+2te
c) y(t) = sen(2t)
=1yl 1
d) y(t) = 5 e + 5 sen(t) + > cos(t)
e) y(t) =t - e*
fy(t) =-2+3et-2tet

M s
a) 0 b) % Q) d)In(2)  e)-0.03

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 |
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EJERCITACION
FUNCION TRANSFERENCIA Y SISTEMAS ESTABLES

PARTE 1: FUNCION TRANSFERENCIA - POLOS Y CEROS

z Ejercicio n° 1:

Represente la constelacion de polos y ceros de las siguientes funciones:

~ s _ _s(s-3)

a) G{s) = = by &(s) s? +8s+25
~ 1 _ s+2

) 6() =553y DG = i 6sr18)
_ s?-s =

e) G(s) = 775576)6-1) AG(s) = G+2)

Z Ejercicio n® 2:

k(s®-4s-5
Sea G(s) = ( 3 ) la transferencia de un sistema.
s° =-75“+17s+25
a) Halle k « [R* / |G(@j)| = %

b) Indique los polos y ceros de G(s) y grafique la constelacion.

z Ejercicio n® 3:
k(s’-4s-5)
53 —-352-255+75
a) Grafique la constelacién de polos y ceros de G(s).

b) Halle k « |R* sabiendo que |G({)| = 1

c) Grafique aproximadamente|G(s)| a lo largo del eje o = Re[s].

B Ejercicio n® 4:

s(s+2)
s? +2 8% 4 95+k

Sea G(s) = la transferencia de un sistema.

Sea G(s) = la transferencia de un sistema.

a) Halle k € |R sabiendo que 3j es un polo.

b) Grafique aproximadamente |G(jo)|.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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z Ejercicio n® 5:

Sea G(s) = = 52-3 la transferencia de un sistema.
s’ -5 -4s+k

a) Halle k € |R sabiendo que s=3 no es cero.
b) Grafique aproximadamente |G(jo)].

Z Ejercicio n° 6.

Construya funciones de transferencia que cumplan los siguientes requisitos:

a) que tenga exactamente los siguientes polos py=-2+j;p2=-2-j; ps=-1y
los siguientes ceros: z;=3 ; z, =0

b) cuya constelacion de polos y ceros sea la de la figura y ademas G(0) = -2:
A

o
b
I =
A

-1 ")

c) cuya constelacion de polos y ceros sea la de la figura y G(0) = 8:
 R— 4 1.5
e

% :
o ja
- N j-1.5

d) que tenga un unico cero finito en -5, polos en -2+j y -2-j, que el grado del
numerador sea 2 y que G(0)=1.

e) sabiendo que G(0) = -1/15 vy su configuracion de polos y ceros es:

A
jo
X---1 2
X : O >
3 -1 2 -
Xe=we] g
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A
jo
e
N L >
# -1 5}
X1 3]

g) que tenga coeficientes reales, sabiendo que tiene un polo simple en s=-4+j, un
polo simple en -1, un cero doble en -2 y que |G(j) | =,/%

h) sabiendo que G(0) = 3/5, G(1) = 1 y el corte de la misma con el eje real es:

K |G(s) |
N

<2

G =Re(s)”

i) sabiendo que G(0) = 3, G(1) = 5 vy el corte de la misma con el eje real es:

| 1leel

-1 c = Re(s)

Z Ejercicio n® 7:

Dada G(s) = £ [ g(t) ] siendo g(t) = e » sen(at) .

a) Halle el valor de a € |R* tal que uno de los polos de G(s) sea p; = -3+].

b) Halle el otro polo.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------



Matemdtica Superior

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

PARTE 2: RESPUESTA DE SISTEMAS

E Ejercicio n° 8:

s2+3s+2
5Dt 3y
de polos y ceros, indique el tipo de respuesta del mismo y si es un sistema estable.

z Ejercicio n® 9:

Dada la funcion de transferencia G(s) =

Sea G(s) = la transferencia de un sistema. De acuerdo a la configuraciéon

§2.428
§% =25% 38
a) Grafique la constelacion de polos y ceros de la funcion G(s).

b) Escriba la salida del sistema para una entrada f(t) = e™

Z Ejercicio n® 10:

2
Sea G(s) = w la transferencia de un sistema.
s°-3s5°-4s

a) Grafique la constelacion de polos y ceros de G(s) e indique si el sistema es estable.
b) Halle modulo y fase de G(-1+j) por el método grafico y por método analitico.

c) ¢Cuadl sera la respuesta del sistema si se lo excita con una sefial v;(t) = e™?

Z Ejercicion® 11:
s?-45-5

s®-3s?-25s+75
a) De acuerdo a la constelacion de polos y ceros, indique si el sistema es estable.

la transferencia de un sistema.

Sea G(s) =

b) ¢Cual sera la respuesta del sistema al impulso unitario §(t) ?

z Ejercicio n® 12:

7{ s* -55-6)
s’ —6s% +4s5-24
a) De acuerdo a la constelacion de polos y ceros, indique si el sistema es estable.

la transferencia de un sistema.

Sea G(s) =

b) ¢Cual sera la respuesta del sistema al escalén unitario E(t) ?

z Ejercicio n® 13:

Sea y(t) = 5-5 e cos(3t) la salida o respuesta de un sistema a una entrada
escalon E(t).

a) Indique la funcién transferencia G(s) correspondiente.

b) Haga el diagrama o constelacién de polos y ceros y grafique aproximadamente el
corte de |G(s)| por el eje real.
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PARTE 3: PROBLEMAS APLICADOS

z Ejercicio n® 14:

Sea el sistema mecanico de la figura, que parte del reposo:

Donde:

F(t) l K es la constante elastica del resorte o

factor de dureza [N/m]

M M es la masa [Kg.]

y(t) B es el factor de amortiguacion [ N s/m]

Fa es una fuerza externa aplicada al

—_—l B sistema [N]

8(t) es la fuerza impulso unitario

y(t) es el desplazamiento [m]

Hallar:

a) La ecuacion diferencial correspondiente a la respuesta y(t) del sistema.

b) La funcion de Transferencia G(s) del sistema.

c) La respuesta del sistema ( expresion de y(t) ) siendo M=1,B=2,K=10 y f(t) = (t)
d) La respuesta del sistema ( expresion de y(t) ) siendo M=1,B=2,K=10 y f(t) = E(t)
e) La respuesta del sistema ( expresion de y(t) ) siendo M=1,B=0,K=9 y f(t) = &(t)
f) La respuesta del sistema ( expresion de y(t) ) siendo M=1,B=5,K=6 y f(t) = 5(t)
En todos los casos interprete la grafica de la respuesta.

z Ejercicio n® 15:

Sea el sistema mecanico de la figura, que parte del reposo:
S

F()=1(t) 1

% x
ATIRRTRR RTINS

PTG T TEFTETIITI LT TIITE LI TTL LS
B=0 ( no hay rozamiento )

Hallar:

a) La ecuacion diferencial correspondiente al movimiento x(t) del sistema.
b) La funcion de transferencia del sistema.

c) La expresion de x(t) considerando M=1 A K=9
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Z Ejercicio n® 16:
Sea el péndulo ideal de la figura, que parte del reposo:

LLLLLL LTS

Fa(t) = 8(t) —»O m

Donde:

| es la longitud del hilo del péndulo [m]

m es la masa [Kg.]

Fa es una fuerza externa aplicada al sistema [N]
8(t) es la fuerza impulso unitario

8 es el angulo correspondiente a la oscilacion [rad]

P=mg

Hallar:
a) La ecuacion diferencial correspondiente al movimiento 6(t) del sistema.
b) La oscilacion del sistema ( expresion de 6(t) )

Ejercicio n® 17:

En el siguiente circuito eléctrico:

SEE
v(t) <+> i(tD R
C
Il
| |

Donde suponemos que la corriente eléctrica i(t) es nula para t=0 y que el capacitor C
se encuentra descargado.

Hallar:
a) La ecuacion diferencial que relaciona a la tensién v(t) con la corriente i(t).
b) La funcidn I(s) para v(t) = §(t).
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E Ejercicio n® 18:

Sea el circuito RLC paralelo alimentado por un generador de corriente:

R=6
L=5 wh
C=1/30 . s,
i(t) L Ed.? r—
~—— 8]
. v(t) | 1] dv(t)
E.D. = — = d Al e
cuya es i(t) 5 LJ;V(t) t #C at

Halle v(t) para un impulso de corriente (aplicando Transformada de Laplace).

Z Ejercicio n® 19:

Sea el sistema mecanico de traslacion: cuya E.D. de movimiento es:
o
L
K (Aplicando la 2°* Ley de Newton)

e —SEE—,

7 F(t) - Ky(t) -By'(t) =My “(t)
%
/
O 8 O 2
LTI TEET T TG TG TIITFTIITITTETTETIIFE

a) Considerar M = 1 [Kg.], B = 5[Kg./s], K=4[N/m] ¥y hallar la respuesta del
sistema a un escalén unitario sabiendo que parte del reposo. (Resolver por Transf.
de Laplace)

b) ¢éQué valor deberia tener B para que el movimiento no sea amortiguado?
Justifique.

PARTE 4: EJERCICIO INTEGRADOR

Z‘ Ejercicio n® 20:

Dadas las transferencias: G;(s) =2L9 L Gy(s)= e 6s+20
g% 4

e Y Ga(B) .
s +6s5+10 ’ s3> +6s% +10s
a) Indigue cudl de ellas corresponde a un sistema cuya respuesta a la entrada impulso

f(t) = 8(t) es oscilatoria amortiguada con valor estable 2. Justifique correctamente.

b) Considere G(s) = k » Gx(s). Halle el valor de k € |R* tal que | G(2j) | = J5.
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EJERCICIOS PARA MARCAR LA RESPUESTA CORRECTA, tomados en Finales:

E Ejercicio n® 21:

Marcar la Unica respuesta correcta de cada item:

1 S

b) G(s)= P

La figura puede corresponder a: a) G(s) :2;
s°+4s+5

4

h
|G(s) | 3s
B GE) =67 —as+5)

Vil "S-

=2 2

¢) G(s)= S—?i

*5 =Re(s)

Si la respuesta de un sistema a la entrada E(t) = 1 es oscilatoria (no
amortiguada) con valor medio 2, entonces la transferencia puede ser:

2
2358 pyels)=goe O G(S)=—  d) G(S)= >
s“+9

a) Gs)= s®+9s s2 +

s?+9

2
s“-4s i :
Sea G(s) = entonces la respuesta del sistema a un escalon

s® -4s%2+9s-36
es: a) oscilatoria amortiguada b) oscilatoria de amplitud constante
c) sobreamortiguada (exponencial decreciente) d) Ninguna es correcta

g
s?-4s%+9s-10
que | GG) | = V10 es:

Dada G(s) = la transferencia de un sistema, el valor de k e |R™ tal

a) k=1 b) k = V10 k=10 d) ninguno de los anteriores

5. : ; s?-4s-5
El sistema cuya transferencia es: G(s) =— 5 es
s®—-3s°-255+75

a) marginalmente estable (de amplitud constante) b) inestable

c) estable amortiguado d) ninguna de las anteriores

Si la respuesta de un sistema a la entrada E(t) = 1 es oscilatoria pura con
valor medio no nulo, entonces la transferencia puede ser:

3
§2.4.4

a) G(s) =————  b) G(s)= Er—l——- c) G(s)= ——>

d) G(s)=
s“+6s5+13 +4s5+5 5% 49 1 G(8)
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2 -
Dada la transferencia G(s) = TR entonces la respuesta al impulso

s> ~4g* 58
es: a) inestable b) oscilatoria amortiguada

c) oscilatoria pura d) ninguna de las anteriores

s+1

s2 +K s+5
impulso 8(t) tiene factor de amortiguamiento o = 2, entonces:

a)K=0 by K=2 c)K=4 d) no existe K

La respuesta del sistema cuya transferencia es G(s) = a la entrada

Sabiendo que uno de los polos de la transferencia es G(s) = s es

53 4Ks2413s

py =-3+ 2j , entonces el valor de K es:

aK=0 b)K=3 c)K=6 d) ninguno de las anteriores

10, 2 _
Dada la transferencia de un sistema: G(s) = S —oBeh , el valor de

s%-s3 _115%-5-12

K e |R para que el sistema sea estable es:
a)k=4 b))k =8 c)k=0 d) ninguno de las anteriores

1 s? 20
_|. —
SiG(s) = = ZS es la transferencia de un sistema estable, entonces
s”+k s°-3s-52

el valor de k  |R es:

a)k =-2 b)k=20 c)k=2 d) ninguno de las anteriores

12.
5

S elvalorde|G(2j) | es:
D s) — o | 621

Dada la transferencia G(s) =

1 1 2
) 3E °)E VT

d) ninguno de las anteriores

13.
La respuesta del sistema cuya transferencia es: G(s) =%+1_3 a una
s° —4s+

entrada f(t) = t es:

10 1 7 3 3 ¢t 10 ;1 7
a ) = T @ e 8O - 8 b ty = —+ = ot +—e cos(3t
) V(1) = S5 et + el ) Y(1) = -+ ot o cos(30)

c) y(t) = 2 . t +l o t? +l. e™ 2 e d) ninguna de las anteriores
9 3 2

18
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RESPUESTAS EJERCICIOS DE SISTEMAS ESTABLES:

a)Polos: py=-1+j; p2=-1-] Ceros:zy; =0 ; z,=m
b) Polos: py=-4+3j ; p=-4- 3] Ceros:z;,=0 ; z=3
c)Polos: p;=0 ; p=-2 Ceros: z; = ®

d)Polos:py=-4 ; p=-3-3j ; pa=-3+3] Ceros: zy=-2 ; Z; =®

e) Polos: py=-2; p=-3 Ceros:z;=0 ; Z=®

f) Polos: p; = - 2 ( doble ) Ceros: zi =0 ; 2=

ZE]’.Z a)k=8 b)polos:ip;=4+3j po=4-3j ceros:iz;=5 Z;=x

Z Ei. 3: a) polos: p;=3 p,=-5 ceros: z;=-1 z;=o b)k= 4130

c) Grafico aproximado: ' A 6(9)| :
(] S '
5 -1 3 o =Re(53
Z Ei.4: a)k=18
b) Gréfico aproximado: || 4 |G(s)l |
-3j D 3 jo = Im(s)
ZE]'.S: a)k =-6 b) polos: py=-1+4+j ; p=-1-j Ceros: z; = w
Grafico aproximado:
s A
1G(s)|
5 j jo = Im(s)
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Meie
2 -
a) G(s) = — K 2_35) = k s(‘;-: 2 conk e |R
s® +5s5°+9s+5 (s+1)(s“+4s+5)
13, >
(6 +B8+10) 25 (s? +25+2)

b) G(s) = —2 c) G(s) =

T (s-1)(s?+4s5+13) 2 4,20
4
1
=(s+5)*
- 5 . _ (s-a)(s+5)
d) G(s) P deiE o bien G(s) (5-a)(s?+4s:5) cona e |R
1
5(s-2)
_ 2 _ 13(s+4)
e) G(s) (s+3)(s*+2s+5) 0618 s3> +25%2+10s
G — 8(5+2)2 h) G = 6(S+l)
O = NP el VO = (s ases)
) G(s) = 5(s+3)

(s+1)( s*-4s+5)

z Ei. 7: a)a=1 b) El otro polo es: -3-j

B Ei. 8: No es estable pues tiene un polo en el semiplano derecho: p = 3. La
respuesta del sistema sera exponencial creciente.

z Ei. 9: a) polos: p1=-1 p;=3 ceros: z=-2 b) y(t) = —%e't +%e3t
@ Ej. 10:

a) polos: p;=0 p,=-1 ceros: z;=-2 e&s un sistema estable.

b) | G(-1+j)| =3 ; Arg[G(-14j)] = -n dyvy(t) =6-6e"-3te"
z Ej. 11:

a) no es estable b) y(t) = %e“ +%e'St

z Ej. 12:

a) es estable b) y(t) = %- %cos(Zt) +sen(2t)



Matematica Superior

------------------------------------------------------------------------------------------------------------

V] Ei13: a) G(s) = L05+65
s“+4s+13

b) polos: p; =-2 + 3 p2=-2-3]j ceros: zi=-6.5 Zy =

Grafico aproximado:

r

1 G(s)]

I . \ .

-6.5 -2 c =RE(§)
Z Ei. 14:
a)yMy”(t) + By'(t) + Ky(t) =f(t) cony(0)=0 A y(0)=0
-1
b) Y(s) Ms? +Bs +K Fis)

c) M=1; B=2; K=10; f(t) = 8(t) : y(t) = % sen(3t) e* oscilatoria amortiguada.

0,1 4

il ™

0 05 1W 25 3 35 4 45 5

d) M=1; B=2; K=10 ; f(t) = E(t) : y(t) = % . lio e[ % sen(3t) + cos(3t) ]

-0,1-

oscilatoria amortiguada mas constante.

0.16 -
0.14
0.12 4
0.1 4
0,08 -
0.06 -
0,04 4
0,02 4
0

0 05 1 48 2 25 3 35 4 45 5
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e) M=1: B=0; K=9 : f(t) = 5(t) : y(t) = % sen(3t) oscilatoria pura.

04 -
03
0.2
0,1

010 05 1\ 15 25 3\35 4/ 45 5
-0,2 -
-0,3 -
-0,4 -

f) M=1; B=5; K=6 ; f(t) = &(t) : y(t) = e* -e* amortiguado exponencial.

0,16 -
0,14 -
0,12 4
0,1 4
0,08 -
0,06 -
0,04 -
0,02 -
0

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Z Ej. 15:
a) Mx”(t) + Kx(t) =f(t) conx(0)=0 A x'(0)=0
b) G(s) = _I\ﬁ c) x(t) = % - % cos(3t)
0,25 -
0.2
0.15 -
0.1
0.05 4
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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EZj.EL 16:
aymle”(t)+ mge() =f(t) conB(0)=0 A 08°(0)=0

b) 6(t) = ‘1/_ sen( \E t)

m4/gl
ZE]'. 17:
1] Cs
a) v(t) = Ri(t) + Li(t) + —J'i(t)dt b) I(s) =
(o LCs*+RCs+1

EZ[ Ei. 18: v(t) = -60 e + 90 e

Me o o y(t)=%—%e't+%e"” b)B =0

M Ei20. ayEsGy(s)= —85t20 2 2546 _ 55 cost) e
s3+6s?2+10s S (s+3)%+1

b) k = 15

EEEI Ej. 21:

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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EJERCITACION
TRANSFORMADA Z

PARTE 1: TRANSFORMADA Z DIRECTA - PROPIEDADES

z Ejercicio n® 1:

Halle, por definicion, la transformada Z de las siguientes sucesiones definidas para

n>0 e indique en cada caso la regién de convergencia correspondiente:

Y 1 si nespar 4"  si nespar
a) x(n) = [3} b) x(n) = c) x(n) =

0 sinesimpar 3" sinesimpar

5 si nesimpar & sif=1
d) x(n) = { o 2 e)x(n) ={n  sil<n<4
3 (2) aln 85 par 0 enoftrocaso
1 2"
OPTATIVOS: f) x(n) = —— g) x(n) = =—
n+1 n!
C n K X - xn
Recuerde: Zkr=1—— con0<r<1 ; e=Z—1
-r n=0 n!

n=0
2 3 n
Ln(1+x) = x - X? % "?+ o+ (1) X conxoe(-1;1]
n

Z Ejercicio n°® 2:

Dada la siguiente secuencia finita, halle la transformada Z de la misma.
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z Ejercicio n° 3:

Utilizando la tabla y las propiedades, halle la transformada Z de las siguientes

sucesiones:

a) x(n) = 2”+3(%J ; n=0 b) x(n) = u(n-2) ; n=2 c) x(n) = 3™ ; n20

B Ejercicio n°® 4:

Indigue el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando correctamente:

a) La regién de convergencia de la transformada Z de a,= (;) vneN es: |z]|>3
)

4 sines 4z*
b) La transformada Z de x(n) = . ) el es: X(z) = = * 5—2‘2
5" sinesimpar z°-1 25z° -1

3 si nesmultiplo de 5

c) Dada la secuencia x(n) = { , la region de convergencia

(-2)' si nnoesmultiplo de 5

de su transformada Z es: |z|>2

PARTE 2: ANTITRANSFORMADA Z
z Ejercicio n® 5:

Halle las antitransformadas Z de las siguientes funciones:

2

a) X(z) g ) b) X(z) = 27 C) X(z) = — % —
z°-5z+4 z"-9 22 +2-2
d) X(z) = senh(2) e) X(z) = z (e*-1) f) X(z) = [LJ
z 21
_ 22%+z2 _ -7* +4z : _ 47°-1472+10z
g) X(z) = T 27eD h) X(z) = T 17 N X(Z) = e
Recuerde: cosh (x) = & ‘fx . senh ()= S8

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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PARTE 3: ECUACIONES EN DIFERENCIAS

EZ Ejercicio n® 6:
Resuelva las siguientes ecuaciones en diferencias de orden 1 utilizando la

transformada Z:

a) an+1-5a, =12 con ag = -1
b) aps1-2a,=2 con ag= 3
C) @ns1-2a,=243" con apg= 2
d)apsi=2a,+3n-1 conag=0

e)ani-4a,=4(1-n)2" con a=3

z Ejercicio n® 7:

Resuelva las siguientes ecuaciones en diferencias de orden 2 utilizando la

transformada Z:

a) a2+ 3aps; +2a,=3" cona=0 A a=1

b) a2 +4 a1 +4a,=7 conag=1 A a;=2

c) x(n+2) -4 x(n+1) +3x(n) =-2 Ax(0)=7 A x(1) =12

d) x(n+2) -4 x(n+1) +4x(n) =4+3" Ax(0)=4 A x(1) =14
e) x(n+2) -6 x(n+1) + 9x(n) =5¢2" Ax(0)=5 » x(1) =13
f) ans2 = @n+1 + an conag=0 A a;=1

nJ
g) @nsz - @ = sen(g) conagi=1 A a;=1

z Ejercicio n° 8:

Para las siguientes ecuaciones en diferencias de orden 2 escriba la X(z) y la x(n)

correspondiente a cada una:
a) x(n+2) - 6 x(n+1) + 9 x(n) = 100 (-2)" con x(0)=4 ~ x(1) =-5

b) x(n+2) - 4 x(n+1) + 4 x(n) = 4"** conx(0)=1 A x(1)=10
C)a@nsz2-2ans1-38,=243"+ 125" con ag=1 A~ a;=11
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EJERCICIOS PARA MARCAR LA RESPUESTA CORRECTA, tomados en Finales:

@ Ejercicio n® 9:

Marcar la Unica respuesta correcta de cada item:

- La transf da Z de: x(n) U & nesRar es
a transfo : = :
@ rmada £ de: x 2(-3)"" sinesimpar
a) Kir) = —9Z b) X(z) = 22 0 X(2) = =22 d) n.a.
972 _1 z+3 z°+9
2 i
La transformada Z de x(n) = 0 - s‘m es'par es:
32" sinesimpar
2
X2 = 3% b)X@) = 22 oOx@=-L dx@-=-2% ena.
z-2 z2-4 z2-4 z2-4
& Seax(n)=n para0<n<3 A x(n)=0paranz=4, entonces su
transformada Z es: a) Z[x(n)] = z b) Z[x(n)] = Ziaetoe
2 (z-1) (z-3)*
0) ZIx(n)] = 23 d) n.a.
Z
= Sean las sucesiones a, y b, entonces se cumple:
a) Z[a, = by] = Z[a,] « Z[b,] b) Z[anz] = Z[an]2
c) Z[a, - k b,] = Z[a,] - k Z[b,] d) Z[an+1] = z Z[an] - a0 e) n.a.
= z(2z +3)
La antitransformada Z de X(z) = —— es: a)x(n)=3(-6)"+1
2% -72+6
b) x(n) = -3 (-6)" + (-1)" c)x(n)=3.6" -1 d)n.a.
6. 12z
La antitransformada Z de X(z) = es:
7%-9
a) x(n) =12 3" b) x(n) = 12 [(3)*]" c)x(n) =12 : (-3)"+ 123"
d) x(n) =4 - 3" sinesimpar e) n.a.
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RESPUESTAS EJERCICIOS DE TRANSFORMADA Z:

E Ej. 1:
3 2
1
DX@) = 2= [>E  mx@ = —2—; 1 OX@) = =t — >4
g 3 22 _1 22-16 9z2%-1

3

d) X(z) = 5z 1222 |~|>1 e) ><(z)—£ﬁz+—3 ;z#0
z2-1 4z22-1 ' " ,3 '
1 2
f) X(z)=z|n(1v—) 3 |z|>1 g) X(z) =e* ;z=0
z
z Ej. 2:
3 2.

) = z7+3z" +2z+1

54
z Ej. .3:

2—
a) X(z) =-—82i—; z|>2 b) X(z) = - c) X(z) = z

(z-2)(2z-1) z(z-1) z-3

z Ej. 4:
a) FALSO. Es || > 1/3. b) VERDADERO. ¢) VERDADERO.
z Ej. 5:

0 si nesimpar y i
a)x(n) =2 +4° b) x(n) = c) x(n) = (——}(-2)” S
n . 3 3

23 sinespar

0 sinespar 1 0 sin=0on=1
dya,= 2" . e) a, = fia, =

- sinesimpar (n+1)

n!

n-1 sin>2

g)x(n)=-32"+25n2" +3 h)x(n)=2e¢2"-2-3n i)x(n) =x(n) =43"+n2"

------------------------------------------------------------------------------------------------------------



Matematica Superior

ZE]'.G:
a)a,=-3+ 25" b)a,=-2+ 52" c)ay=2e3"

d)a,=2.2"-2-3n e)a,=2n2"+34"

M.z

=3y -deoyp s Lan =2oy-2neay+ L
a)an—4(1) S(2)+203 b) an 9(2) 6F1(?-)+9
c)x(n)=2¢3"+5+n d) x(n) =4e3"+ne?2" e) Xx(n) =5¢2"+ ne3"
f) an=~i{”‘/§J —i(iJ 9)an=2- > (-1)"- = sen("Z)

J5i 2 Jsl 2 4 4 2 2
Me.s

_ z(4z°-212+42) _ 4z 3z — 4 (oD i
a) X(z) = 212)z-3) z+2+(z-3)2 Xx(n) =4(-2)"+n3

_ z? +2z%-20z o e N n
b)X(z)—(z_—m-;:T)::»x(n)—B ne2"+ 4

_z(z*-21) _ 6z Z_. .. _ i e i
c) X(s) = e Tl x(n) =2n3"+5
zEj. 9

------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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